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Epreuve de MATHEMATIQUES 
(Duree : 3Heures) 


Avertissement : 

II sera tenu compte dans l ’appreciation des copies de la concision et de la precision 
de la redaction. On pourra admettre les resultats d'une question pour traiter les 
suivantes. 



Exercice 1 

r+oo j 

I) 1) Montrer que l’integrale G = / e -t dt converge. 

Jo 

2) Dans le plan IR 2 on considere pour tout r > 0 les domaines 

Q t = {( x,y ) G IR 2 ; 0 < x < r, 0 < y < r }, A r = {(x, y) € IR 2 ; x > 0, y > 0, x 2 +y 2 < r 2 } 
et les integrates doubles de la fonction (x, y) \ — > e~ x2+y2 sur ces domaines 
A(r) — J J e~ x2+y2 dxdy , B(r) = J j e~ x2+y2 dxdy. 

Etablir les inegalites 

< B(r) < A(r). 

En deduire que, quand r — > +oo, A(r) et B(r) ont une limite commune que l’on calculera en 
fonction de G. 

3) Calculer B(r) en utilisant les coordonnees polaires et en deduire la valeur de G. 

II) 1) Determiner pour quelles valeurs de la variable reelle x l’integrale T(x) = J t x ~ l e~ t dt 
est convergente. Etablir, pour ces valeurs de x, l’egalite : T(x + 1) = xr(x). 

Calculer, pour n e IN*, T(n) et T(n + ^). 

2) Soit / : [—1, 1] — > IR une fonction strictement positive, de classe C 2 , ayant un maximum 
global strict en 0 et telle que /"( 0) < 0. 

a) Montrer que : 3a > 0; Vt € [—1,1] f(t) < /( 0)e -ot2 . 

b) En admettant que 

^JuwCX 1 ^)) 

Montrer que : „ ~ +oo 

3) a) En utilisant un changement de variable convenable, ecrire pour tout entier n > 1, 

T(n + 1) sous la forme n n+ e n / ( g(t)) n dt , ou g est une fonction que l’on explicitera. 

r+oo i 

b) Montrer que, lorsque n — > +oo, / ( g{t)) n dt est negligeable devant —7=. 

* 1 y/Tl 

c) En deduire un equivalent de T(n + 1) lorsque n — > + 00 . 

Ill) 1) On suppose que pour toute fonction continue h : ]0, +oo [ — > IR telle que 

r+oo r+oo rn + 

I e - ‘|/i(t)|dt < + 00 , on a : I e -t /i(t)dt = ^lim^ / (1 ) n h(t)dt. 

r+o° 

a) Montrer que / e In tdt = —7, ou 7 est la constante d’Euler 

Jo 

T = „ 

b) Montrer que [ - — — - — dt = 7. 

Jo t ^ 

2) Soient x, y E IR+, on pose B(x,y ) = J t* -1 (l - t) y ~ l dt. 

a) Justifier 1’existence de cette integrale et calculer B(x,n ) pour x G IR^. et n G IN*. 

b) En deduire que, pour p, q G IN*, B(p,q) = — — 



c) Montrer que, pour x, y E H+, B(x,y ) = 
3) a) Demontrer la relation : 


mm 

r(* + y) ■ 


Vx € 1R+, r(x) = lim — -T — r-. 

n->+oo x(x + 1 ) . . . (x + n) 


b) Montrer que, pour tout x E IR+, c 


tar(*) = -i n!E - 7 * + f g-ta(i + ^)). 

4) Soit £ : 1R+ — > TR* + une fonction logarithmiquement convexe ( c’est-a-dire la fonction 
x i — > ln£(x) est convexe), verifiant f(l) = 1 et la relation fonctionnelle £(x + 1 ) = xf(x) 

vx € m;. 

a) Soient x,y E IR+, A E [0, 1] et posons t = Ax + (1 — X)y. Montrer, pour tout n E IN, 
1 ’inegalite 


t(t + 1 ) . . . (t + n)«f) < (x(x + 1 ) . . . (z + n)((x)) x (y(y + 1 ) . . . {y + n)f (»))‘- A 

b) En d 6 duire que : || < (M)" \ 

c) Montrer que, pour tout x € 1R+, £(x) = T(x). 

r' 

IV) On note ^ la derivee logarithnaique de la fonction T : ^ = (lnl?)' = — sur IR+. 

1) a) Pour tout p E IN*, exprimer la derivee p-ieme de la fonction \&, comme la somme 
d’une serie de fonctions. 

b) Exprimer, en fonction de la constante d’Euler 7 , les nombres T'(l) et r"(l). 

2) a) Montrer la relation : 

Vn E IN*, Y' = ^(n + 1) + 7 . 

k=i k 

b) Demontrer, pour tout entier p > 2, la relation : 

n+ i) +c ( p )> 

+00 1 

o«C(p) = Eif- 

k= 1 K 


Exercice 2 

Soient a et p deux parametres reels et soit la matrice : 


M a 


a 0-1 
2 a P 
-3-0-1 a 


1) a) Pour quelles valeurs de a et p la matrice M a est-elle non inversible ? 

b) Determiner le polynome caracteristique de M a . 

c) Quels sont les valeurs propres et les vecteurs propres de M a . 



1 [01 [ 1 

d) Soient les trois vecteurs de IR 3 : V x = -2-/3 , V 2 — -2 et V 3 = -1-/3 . 

L 1 J L — 1 J -2 

Montrer qu’ils sont lineairement independants et que {Vi, V 2 } est une base du sous-espace 
Ker [( M a - (a - l)/d) 2 ], ou Id est la matrice identite. 

2) On pose par convention = Id. 

a) Calculer M", pour tout entier n. 

b) A present on suppose que a ± 1. En utilisant le 2) a) montrer que 

pour tout n € IN, M” = ip a (ri)M? + n(a - l)" _1 Mi + (a - 1 ) n Id, 

ou (p a est une application de IN dans IR, verifiant la relation de recurrence suivante : 

{ ^ (0) = 0 m 
\ <p a {n + 1) = (a + 2 )(p a (n) + n ( a - l) n 1 ^ ' 

c) Montrer que la solution de (1) est 

pour tout n e IN*, ip a {n) = (An + j u)(a - l)" -1 + u(a + 2) n , 


ou A, /j, et v sont des reels que l’on determinera. 



